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Introduction Scaling Limit Conjectures Concluding remarks

sine-Gordon モデル

AsG [φ] =

∫ (
1

16π
(∇φ)2 − 2µ2

sinπβ2
cosβφ

)
d2x ,

β2 = 1− ν,
1

2
< ν < 1 .

多くのことが知られている:

I 無限個の保存量 I1, I3, I5, · · ·
I スペクトル mass M = Cµ1/ν

I 散乱行列 (A.& Al. Zamolodchikov 1976)

I Form factors (Smirnov 1986,1992)

相関関数は ν = 1/2 を除き challenge
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Introduction Scaling Limit Conjectures Concluding remarks

2点関数の短距離挙動へ向けて

OPE + 摂動論 (Al.Zamolodchikov 1991)

Ai (x)Aj(0) =
∑
k

C k
i ,j(x)Ak(0) (x → 0),

Ai (x): local operators の空間の基底

I 構造関数 C k
i ,j(x) は local data

CFTからの摂動論で原理的には計算可能 (Coulomb-gas 積分)

I 真空期待値 (VEV) ⟨Ai (0)⟩ は global data
非摂動的情報はすべて VEVに詰まっている
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local operators の空間の記述

通常の記述: conformal limit でラベルする
primary 場

Φα(x) = e
να

2(1−ν)
{iβφ(x)}

と descendants

{Ai (0)} = {ℓ−N1 · · · ℓ−Nl
ℓ̄−N̄1

· · · ℓ̄−N̄l
Φα(0)},

ℓnℓ̄mO(0) =
1

(2πi)2

∮ ∮
dzdz̄ zn+1z̄m+1T (z)T̄ (z̄)O(0) .
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保存量の local operator への作用

i2n−1O = [I2n−1,O]

⟨i2n−1O⟩ = 0 (∀O)

したがって本質的なのは商空間

(local operators の空間) mod (保存量の像)
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Introduction Scaling Limit Conjectures Concluding remarks

この講演

保存量と fermion を用いた新しい基底の提示

=⇒ 任意の descendant の VEV （予想)

「可積分構造」の理解の深化？
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Plan

1. 格子モデルへの離散化

2. フェルミオンの導入と期待値（結果のみ）

3. 連続極限

4. VEV の予想

5. 結語
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格子モデルによる正則化

sine-Gordon モデルの離散化 : 6 vertex モデル

Φα の格子類似： q2αS(0), S(0) =
1

2

0∑
j=−∞

σ3
j

descendants の格子類似： q2αS(0)O, O: local

quasi-local operators の空間

W(α) =
⊕
s∈Z

Wα−s,s ,

Wα−s,s = {q2(α−s)S(0)O | O: local, spin s}
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フェルミオンの導入
(Boos, Jimbo, Miwa, Smirnov, Takeyama 2007–2009)

I 空間 W(α) に働く fermions が構成できる

b(ζ), c(ζ), b∗(ζ), c∗(ζ)

b∗(ζ) ≃
∞∑
p=1

b±∗
p (ζ2/ζ±2

0 − 1)p−1 (ζ2 → ζ±2
0 ), · · ·

I これらは格子模型の保存量 t∗1, t
∗
2, · · · と交換する

I 次は W(α) の基底:

(t∗1)
pt∗i1 · · · t

∗
irb

ϵ1∗
j1

· · ·bϵs∗js
cϵ̄1∗k1

· · · cϵ̄t∗kt
(q2αS(0))

(i1 ≥ · · · ≥ ir ≥ 2, j1 > · · · > js ≥ 1,

k1 > · · · > kt ≥ 1, p ∈ Z, r , s, t ≥ 0, ϵi , ϵ̄i = ±) .

注意: Jordan-Wigner fermion とは無関係
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期待値の公式
(Jimbo, Miwa, Smirnov 2009)

基底に属する任意の元の期待値

Zκ
{
bϵ1∗(ζ1) · · ·bϵr∗(ζr )cϵ̄r∗(ξr ) · · · cϵ̄1∗(ξ1)(q2αS(0))

}
= det

(
ωn(ζj , ξk) + δϵj+ϵ̄k ,0ω0(ζj/ξk)

)
1≤j ,k≤r

ωn(ζ, ξ) は Matsubara 方向の Thermodynamic Bethe Ansatz の
データから線形積分方程式を解いて定まる。また

ω0(ζ) = −i

∫ ∞

−∞
ζ2ik

sinhπ
(
(1− ν)k + iα

2

)
2 sinhπ

(
k + iα

2

)
coshπνk

dk .
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スケール極限

n → ∞, 格子間隔 a → 0, ζ0 → ∞,

na = 2πR → ∞ 4a−1ζ
− 1

ν
0 = M soliton mass (fixed)

fermion を極限で直接作るのは困難.

しかし 期待値の極限はとれる! : ωn(ζ, ξ) → 0
漸近展開の係数がフェルミオンの “2点関数”:

ω0(λ, α) ≃λ→∞

i

ν

∑
j=1

λ− 2j−1
ν cot

π

2

(
α+

2j − 1

ν

)
− i

∞∑
j=1

λα−2j tan
πν

2

(
α− 2j

)
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Introduction Scaling Limit Conjectures Concluding remarks

予想 1

次の weak limit が存在する：

lim
scaling

1
2b

+∗(ζ) ≃ β∗(µζ) + β̄
∗
screen(ζ/µ), ζ → ∞ ,

lim
scaling

1
2c

+∗(ζ) ≃ γ∗(µζ) + γ̄∗
screen(ζ/µ), ζ → ∞ ,

lim
scaling

1
2b

−∗(ζ) ≃ β̄
∗
(ζ/µ) + β∗

screen(µζ), ζ → 0 ,

lim
scaling

1
2c

−∗(ζ) ≃ γ̄∗(ζ/µ) + γ∗
screen(µζ), ζ → 0 .

β∗(ζ), etc. の係数は基底の構成に用いる
β∗
screen(ζ), etc. は “screening operator” の役割　（後述）
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空間

{Φα(0) の descendants } mod {保存量 }

の基底：

β∗
J+β̄

∗
J̄+ γ̄

∗
J̄−

γ∗
J−Φα(0)

β∗
J+ = β∗

j1 · · ·β
∗
jp (J+ = {j1, · · · , jp}, j1 < · · · < jp), etc..

ここで

β∗(λ) ≃
∞∑
j=1

λ− 2j−1
ν β∗

2j−1, γ∗(λ) ≃
∞∑
j=1

λ− 2j−1
ν γ∗

2j−1 ,

β∗
screen(λ) ≃

∞∑
j=1

λα+2j−2β∗
screen,j , γ∗

screen(λ) ≃
∞∑
j=1

λ−α+2jγ∗
screen,j , etc ..
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予想 2(VEV の公式)

⟨β∗
J+β̄

∗
J̄+ γ̄

∗
J̄−

γ∗
J−Φα(0)⟩

⟨Φα(0)⟩
= (−)♯(J

+)
( i

ν

)♯(J+)+♯(J−)
µ

2
ν
(|J+|+|J−|)

×
∏
j∈J+

cot
π

2

( j

ν
+ α

) ∏
j∈J−

cot
π

2

( j

ν
− α

)
ただし

|J+| = |J̄−|, |J−| = |J̄+|, ♯(J) :=
∑
j∈J

j
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予想 3(αのシフトの公式)

Φα+2 1−ν
ν
(0) ≃ iµ2 cot

πν

2
(α)C1(α)β

∗
1γ̄

∗
1β̄

∗
screen,1γ

∗
screen,1Φα(0)

ただし

C1(α) = νΓ(ν)4x
Γ(−2νx)

Γ(2νx)

Γ(x)

Γ(x + 1/2)

Γ(−x + 1/2)

Γ(−x)
i cotπx ,

x =
α

2
+

1− ν

2ν
.

サイン・ゴルドン　モデルの 可積分構造をめぐって RIKKYO



Introduction Scaling Limit Conjectures Concluding remarks

予想 3(αのシフトの公式)

Φα+2 1−ν
ν
(0) ≃ iµ2 cot

πν

2
(α)C1(α)β

∗
1γ̄

∗
1β̄

∗
screen,1γ

∗
screen,1Φα(0)

ただし

C1(α) = νΓ(ν)4x
Γ(−2νx)

Γ(2νx)

Γ(x)

Γ(x + 1/2)

Γ(−x + 1/2)

Γ(−x)
i cotπx ,

x =
α

2
+

1− ν

2ν
.

サイン・ゴルドン　モデルの 可積分構造をめぐって RIKKYO



Introduction Scaling Limit Conjectures Concluding remarks

Virasoro descendants との関係

Conformal limit M → 0 における ω(λ, µ) の漸近解析 から fermion
基底と Virasoro 基底の関係がつく

β∗
2n−1 := D2n−1(α)β

CFT∗
2n−1 , γ∗

2n−1 = D2n−1(2− α)γCFT∗
2n−1 ,

D2n−1(α) :=
1√
iν

G 2n−1 Γ
(
α
2 + 1

2ν (2n − 1)
)

(n − 1)! Γ
(
α
2 + (1−ν)

2ν (2n − 1)
)

G = Γ(ν)−1/ν
√
1− ν
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Virasoro 基底との関係

保存量を法として

βCFT∗
1 γCFT∗

1 Φα ≡ ℓ−2Φα,

βCFT∗
1
3

γCFT∗
3
1

Φα ≡
(
ℓ2−2 +

(2c − 32

9
± 2

3

)
ℓ−4

)
Φα,

· · ·

ここで c = 1− 6ν2/(1− ν) は central charge.
degree 8 までのデータがある
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予想のチェック
既知の結果との整合性

Lukyanov-Zamolodchikov 1997

⟨Φα(0)⟩ = [Γ(ν)µ]
να

2(1−ν)

× exp
( ∞∫
0

( sinh2(ναt)

2 sinh(1− ν)t sinh t cosh νt
− ν2α2

2(1− ν)
e−2t

)dt
t

)
.

⇐ 予想 3+αについての解析性
Fateev et al. 1998

⟨ℓ−2ℓ̄−2Φα(0)⟩
⟨Φα(0)⟩

= −(Γ(ν)µ)4/ν

(1− ν)2
γ(−1

2 + α
2 + 1

2ν )

γ(12 + α
2 − 1

2ν )

γ(α2 − 1
2ν )

γ(α2 + 1
2ν )

γ(x) =
Γ(x)

Γ(1− x)
.

⇐ 予想 2
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R < ∞ の場合, VEV の公式は知られていなかった
Zamolodchikov, 2005：任意の 2d QFT において

⟨Tz,z T̄z̄,z̄⟩ = ⟨Tz,z⟩⟨T̄z̄,z̄⟩ − ⟨Tz,z̄ T̄z,z̄⟩2

⇐ 予想 2と整合する
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Concluding remarks

Almost by definition,

Integrablity ≃∃ Infinite number of commuting integrals

However, in good cases

∃ Large symmetry ⊃ Abelian symmetry

Most successful example: classical integrable hierarchies

Space of solutions (KP) = Gr
(∞
2
,∞

)
xgl(∞)

Space of solutions (KdV) xŝl2

M. and Y. Sato 1981
Date, Kashiwara, Miwa, J. 1981
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What about the quantum case?

Large non-abelian symmetries have appeared in the context of
correlation functions:

I free fermions (Ising model)

I Virasoro algebra (CFT)

I Quantum affine algebra (XXZ model)

All these act on the space of states.
We contend that, in the sine-Gordon model at generic coupling,

fermions complement the integrable structure
of the space of local operators.
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ご清聴ありがとうございました
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